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Een membraan is een elastisch lichaam, in de vorm van een dun 
vlies, zonder weerstand tegen buiging, wel tegen rek, Wij denken zulk 
• een membraan uitgespannan in een gegeven vlakke randkromme door een 
overal constante trekkracht S kg/om. Wij maken de veronderstelling, 
dat de spanning i~lle punten van het mem-
braan even groot is. 
Men ziet dan gemakkelijk 1 dat langs een of 
andere doorsnede een trekkraoht van S kg/0m 
van de ene zijde van de doorsnede op de 
andere wordt overgebracht. 
a). Evenwichtavergelijkingen. 
Kies xy-vlak in vlak van het membraan. Wij denken op het opper-
vlak van het membraan in z-richting per vlakte-eenheid een kracht 
q(x,y) kg/0m2 aangebracht. 
Op een rechthoekige met zijden dx en dy werkt dan // z-as: qd x dy. 
De verplaatsingen loodrecht op het membraan worden voorgesteld door 
w(x,y), Dus de vergelijkingen van het membraan na deformatie is 
z == w(x,y). 
De uitwijkingen w worden zo klein verondersteld, dat producten van 
uitwijkingen of hun afgeleiden tegenover lineairefuncties daarva.n kun-
nen warden verwa.arloosd. Evenzo nemen wij aan, dat de spanningsvera.nde-




Op de randelement ds werkt J..element 
in raakvlak de kracht Sds, 
De richting van ds wordt bepaald 
d d i . dx ~ dz oor er cht1ngscos a.s' <is' as• 
De richting Sds is loodreoht op de 
riohting (j, ,H,, ~.) 
en bovendien loodreeht op de normaal 
in hat a.angrijpingspunt. 
-2-
( i h i h d . h 1 aw "'i>w 1) r ct ngsas vor ou en z1c as "S°"i' ~' - • 
De richtingsgrootheden van Sds zijn dus: 
-nw 1 
-1 '7>w •w ... i)w -,.- , !ix - , -,;y 1)Y "1\X 
; ; 
-ff dz dz dx dx, 
* ' as as , rs Te 
De Z-componente is dus: fi>w dZ = S "fix• dy - -~ 'ii; dx), 
dus de kracht op gehele vlakte element. 
z = (s( ') w dy - ~) w 
cl x· TT· dx) ( 1) 
- ui tgestrekt v langs de rand van f. 
de bekende transformatie (Gauss), 
k$; dy - aw ) 't>Y.dx. 
wordt (1) 
uitgestrekt over f. 
Deze kracht moet evenwicht maken met de belasting: 
of 
ls(-2 +---. 2 ) + q(xty) d x dy = o. Lox c1 y 
Deze uitdrukking moat gelden voor ieder willekeurig vlak:te-element, dus 
, 2w )2w 
S(Z2 + ~ 2 ) + q(x,y) = 0 (2) 
OX Uy 
Dit is de gezochte evenwichtsvergolijking. 
b) Bewegingsvergelijkingen, 
Aan de belasting per oppervlakta eenheid wordt de traagheidsweer-
stand per vlakteeenheid toegevoegd •. 
Stel de massa per vlakteeenheid = l' dus 
'")2,,, 
- f,Cx,y) ·~2 • 
Hieruit volgt de bewegi.ngsvergelijking: 
S ( ~w + "'c)2w ) 





Wij zullen aannemen, dat ookj,J.-oonstant is. 
Randvoorwaarden: Langs Ae randkromme geldt: 
voor alle waarden van t ~ O, w = 0 (3•) 
Voor t = O moet de beginstand van het membraan en de beginsnelheid in 
1 ieder punt gegeven zijn, dus: 
'';) w 
voor t = o, w = f(x,y), ~ = g(x,y) (Y') 
o) Particuliere oplossingen. 
De vergelijking (3) en de randvoorwaarden zijn lineair. Daarom 
zoeken wij eerst particuliere oplossingen w1 , w2, w3, •••••••• 
van de gedaante: 
wk(x,y,t) = Wk{x,y) oos '\ct of Wk(x,y) sin'\t (4) 
(periodieke particuliere oplosaingen). 
Dan voldoet ook iedere oplossing \"' 
w = L.,onwn ( 5) 
•• " •• 11 • • 
waarin de constante coefficienten on willekeurig zijn, Wij zullen 
in enkele belangrijke bijzondere gevallen zien, hoe deze coefficienten 
~ dan kunnen •orden bepaald, opdat aan de randvoorwaarden kan worden 
voldaan. 
Substitutie van 
in (3) levert: 
of 
w = W(x,y) cos ,) t 
sin v t 
c2 A w + v2w = o 
2 d W + }.. W = o. (6) 
Wij zullen aantonen, dat het membraa~~ alleen bij zeer bepaalde waarden 
van de frequentie V periodieke trillingen kan ui tvoeren. 
De differentiaalvergelijking W + A2W = o, 
ka.J-~echts voor bepe.alde waarden van ~2 oplossingen bezitten die a.an 
de rand verdwijnen e» niet identiek nul zijn. Deze waarden A2 heten de 
-11 ei5enw!§rden" van het ra.ndwaarde probleem. De bijbehorende :functies 
W(x,y) heten de "eisenoplosaingen" van hat probleem. 
~). Ale voorbeeld kiezen wij het reohthoeki@'. membraan. 
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Kies de x-a.s langs de jde a 
Kies y-as langs de zij b. 
j zoeken eeret naar particuliere 
oploasingon van de gedaente: 
W = p(x).q(y). (7) 
Substitutie van (7) en (6) geeft: 
q( p"(x)+ p(x) ( + ip(x)q(y) = 0 
;p"(x) = 
p(x) 
qn(y) + X29,(y) 
q(y) • 
Het linkerlid is een functie van x, rechterlid is een functie van 
y, dus beide leden ellen dezelfde constante voor. 




p 11 (x) + OG2p(x) = 0 
qtt(x) + fa.2q(y) = 0 
G(2 +f,2 = ,\2 
oplossingen vans!: p1(x)= sinO(.x; 
s!: 41 (y)= sio/13 y; 
van de 4 particuliere oplossingen: 
W11 = p,q1 = sin «,· x sin h y; 
w12= p1q2 =sin~ x cos /gy; 
W21 = P24.t = cos a. X sin /1 y; 




p2 (x)= cos ~x. 
A 
q2 (y)= •os p y. 
' 
( 10) 
voldoet alleen de eerste aan de eis, dat deze oplossing verdwijnt 
langs de randen x = O, en y = o. 
Dus de enig bruikbare particuliere oplossing van het type (10) is 
w11 = sin o(, x sin /3 y met e<. 2+ (J.2 = .>. 2 ( 11) 
Opdat deze oplossing ook aan de randen x = a en y = b verdwijnt, moet 
sin 0(, a = O, sin /5 b = O 
zijn, ·of 
m 7/' 
=-, (m en n geheel). 
a 
De eigenwaarden ~ 2 zijn: 2 
A2 = ( !.2 + 
m,n a. 
(11) 
De frequenties worden nu g.·evon .. den .. ~ ✓ . = oC Amin= rcV. ~, a2:2 m,n . ac::: b 
-5-
De bijbehorende trillingstijden zijn: 
21'i 2 • 
Tm n = - = ·=2-2-, 
' "\J m, n c \ I ~2 + !12 Va b 
De diepste toon vinden wij voor m = n = 1. Voor alle andere waarde~ 
van men n ontstaan de boventonen. 
De algemene trilling van een membraan kan additief uit een willekeurig 
aa.ntal van het type (11) warden samengest ld: 
c<) ':9-,l 
w = L L {~,n cos \) t + B sin \j t). sin mTf xsin n1i l m,n m,n m,n j a b · 
m=1 n=1 ( 12) 
waarin ~ n en Bm n constanten zijn, die kunnen warden bepaald uit 
' t de beginvoorwaarden: 








- = (beginsnelheid). 
~i. 
L A sin m fl x • sin n II Y • 
--m.,n a b 
n:::1 
'\) . m 7ix 
Bm n m n sin -
, ' a 
sin 11 7iy 
b 
( 13} 
Hieruit lrunnen de onbekende coeffiDienten ~ n en Bm n worden bepaald r (f(x,y) sin m:x s:n n :y: x dy 4 
~,n =-;;-
m 1 x -·n!:.Jl.. 'a\) o ;Q.,,/e _ . _4 g(x,y) sin - Sill - d x dy. 
~ a b 
m,n o o 
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Harmonische boventon;n. 
De frequenties y n warden bf)J;aald ui t 
m, 
(. -----·· ·····-·--. 
1, 2 2 
,., -- 17~ C 1, m + n 
.. Ii ~ --,o;' • 
m,n t a be: 
(m en n geheel) ( 1 ) 
Wij vragen nu, welke ender de tri1lingen van het membraan ten opzichte 
van elkaar ha:rmonisch zijn, d.w.z.: 
welke waarden van µ staan tot elkaar in rationale verhouding. 
m,n 
Stel )) m,n en y' v'3rl'.ouden zich rationaal,dus 
m', n' 
1V m,n = h (h en h' posi t:i..eve gchclc gctallen, zonder gemeen-
Jim' ,n' h' 
sohappclijke deler.) 




De t0llers zijn gehcle gctallcn. Als do 
is, dan moeten do tellers dus boide = 0 
m n h 
m:,= n•= li• · 
b 2 
verhouding ~ 




Dus m' = lm., n' = ln, waarin 1 een gchool g~:tal is, als m en n onder-
ling ondeelbaar zijn. 
Hioruit volgen cen rij van harmonischc trillingon: 
-----2•·-, 
V= yX, 2 Vx, 3 1"x ••• , met Vx = n·c \/ ~ + ~ als 
v a b 
naal gotal is (m on n ondcrling ondcelbaar). 
a2 ~ ,J ratio-
b 
y x noomt men do "relative grondtoon" of 11 rclative grondtrilling11 • 
De absoluut laagste toon (grondtoon van het membraan) wordt gevonden 
voor m = n = 1. 
Uit ieder paar onderling ondoolbo.rc gctallcn men n ontstaat op dezo 
wijze een rij harmonische boventonen. 
Ben andcr paar m1 ,n1 lLvcrt de 
2 
•• I ·. X ~ 1} X 3 X 
r1 J: t' = Yj , ,. ,, 1 , µ 1 •••• 
Als; nict rationaal is, zijn 
be. -
~: toncn van vcrschillonde rijen ~-
ha.rmonisch, 
e.2 
Wannecr cchtcr -,,- wcl ra Liona:::11 
'.o" 
i:,, kunncn ook toncn VA.n verschillonde 
rijen onderling harmonL·ch ::iju. 
St€l in dit goval: a2 (l 1 
-,,-=-. \ 
b.::.. ,~" 
[.\ ,m ex. K h( c:l posi tir.f, onderling on-
a ... '""lr:.J.r1r.) 
De voorwaarde voor harmonic (2) lcvcrt dan: 
h 12 (GXm2 + (~ tJ 2 ) ::: 1/(cxm 12 + (1 ~ 12 ) (3) 
Als 2 toncn VL.n -.:en rij harmoni:''.Ch zijH, dr.n :;;.ijn ook allc toncn van 
de rij 2 aan 2 hamonisch. 
Wanneer dus con toon van -.:en rij 11:Lrn,oni::,oh is met 1 toon van ccn rij 
,) ', dan is icdcr::: toon van ac 1 c rij harmonh;ch met icdere toon van 
da 2° rij, en men noomt bcide rijcn }:::1n,nnisoh. 
Om ~ met b-:., trekking tot ecn bcpa.·ildc ri;j harmonischc rijen tc 
zo~kcn st~-ll0n wij in (3) 
'") ·") ,.., 
tX n{· + /::» t( = "( ( g-.h(~ol). 
, a 
hm' = x,hn' = y,h' :..: z (x,y,z gcheel). 
(3) gaat over in 
r,, f"") ,.., r:·, '- = c-J x'- + p ye.. • ( 4) 
un hct probleem van hr __ t zo,.,kc.n van nllo m1.. t V harmonische rij on komt 
neer op de oplossing van hct probl~cm uit d0 sctallcnthcorie 
"gr-vraagd ~ oplossingen x, y, z in g 1~hele getalJen te vinden van de 
onbepaalde vergelijking 
ex x2 + ~ y2 = K z2. II 
1 oplossing is bij voorbaat bekend (x = m,y = n,z = 1). 
Voor enkelvoudige tonr-m, met t;cl_tj_k~_ tr·illingsgetallcn geldt h' = z = 1. 
Men zoeke dan naar de oplossingen in gehele gutl-J.11.en van: 
. 2 ') ? •/ 
t1,X + (.; y- ::, .1 
Voorbecld: rJ..= (;= 1 : 
t =2 ') 12 = 1 '"+ 
12+ 22 22 12 5 = = + ? ,-,, 32 12 10 = 1 •· + 3(.. = + 
65 12+ 82 82 2 42+ 72 = 72 42. = = + 1 = + 
KnooplijneE,: 1~cn ~el..1:.9_udJ-ge trilling van cen re hthockig me.mbraan 
heeft de vorm: 
W= \ A cos ~'m,J + B sin J.' m,n t} sin m :x sin ¥1 . 
--8-
wcl::~, door ~vcntu0:2 vcrnnicri~1~ v~n tct ttgin tijdstir, eek geschrc-
vc~ ~:in wordc~ als 
t 
4:' cen vreJv,.:ua i.. 
--
7. ;,., 1• 
,:, ... •·-"-
_____
ein l\TrJ 0 • 
J;-~ is~= O, o~ allc punten 
"t\ t· ·-~. :r· , ! £: r~ ""i.t ~:1 n 
,.,. ___ '""""_.,.,_ 
118 ~ of y gchele vccl-
I I 
/ / :.1-· .: in rust bli jven 
Uit s::.n 
~ 0 ;:::: 
,,, 
l.1..., l' 




c- .. , ,., --- "' 
\.-· - ,i,_!., Ll 
........ · 






( 6 !l) 
,- ·,r.: :·· t .. ll.;;;_ ra er: :1 waarvoor 
tt. ... ,. , n .,., 2 d·~-,,a•,7 ·fd_.:, , .. ,.,-,··d··, ,,,, ~~ .. ,~ .,,.,-· 'i ,.,..,. 
T t :, i....., .._, ... .., C -'- ~- . \,;_.:. , ......... •• , l..,..., r1 1, ,,_. ~- r'~., _,. ._i t;i ,, ~ 




a == b = n (vicr~::~~11··:). 
'! 
" \2 / = '1 C' \. . . l I) L --- 1c-~c·,e 
== A sir: 
x s:.11 Jy - TI s1t: Jx :--~n y j 
sin 3y - /·' sin Jx sin y J 
si11 
cos 
x sin Jy = )1Flin Jx si~ y. 
. I ,· . , 2y + ·: ~ i-1. ( cos 2x -1- •• l , 
'I, ,.., ,.I , .. ' 
r 
In 1:J volgenc-: figurcn :~ijn de 2rnoo:,1: jncn g,:srh..:.tnt voor 
I,_ ~ _, 
\, U .. I . 





~c~ at rcciproke waarden). 
jt= - 1 3 
I 
, .. g .. 
Fi·-~-__ ; --- ----- ' -~- .... .JI 
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Cursus: 
dcor 
?rof. rr S.C. van Veen. 
'"♦ • ~ 
: ., -: 
- tJ terug op de a.lgen:ene diff erentiaal vei eseli~king 
-
'"( ) C09 v t w = ,,! :x: ! y . -~ ., -1-. Sl.i V " ( 1 ) 
·:anneer r~et me:r.J.braan door een 2.,a.stcirke_lvornige rand is begrensd, is het 
voordelig ?Oclccfrdinaten r en i in te voeren i.p.v. x en y. ~et middel-
pu.nt v1.:::n G.'3 ,.:;egeven cirkel v1or6t als oorsprong ( peel) genom.en. :De straal 
van de cir~el = a. 
' .... _/ 
• 
I ,' / I .-,~ 
I ',• \ 
____ _...,;.:_-~-·---· ------- .. ._ ... _ ... , .. ., 
l 
Analocg: 
x = r cos y) ~ y = r sin f . ( 2) 
In vergelijking (1) m•eten de co6rdinaten 
( 2) \ . warden ingevoerd, als volgt: 
Uit (2) volgt: 
1 :::: cosp4 - r 
i OX 
. ;:; r 
r, JP "'' 
,..1 = s1r1. ·lJ x + r 
sin (diff. naar x) 
~OS 
~....r. -- cos Q) ; r ~,fx = - sin (t) • ( 3) o Jc r y / 
:::: cc s Q) ~ r 
I d y 
. rJ Q) 
r sinJJ )>~ ( diff. na?,r y) 
cf: 
-- sjnr % ~ ~ + r ccs 1' o' y· 
S ; -n (lJ • r 





-:;;-- (volgens 3). 
·0,1 
co§ ~ . .a2, ( vol 0aens 3 ' ) . 
r' or 
(.£1i) .£2 = o X f) X 
- 11 -
sin~ 2) 17 
- ~·---- + 
r op 
cos tJ 
Uit (4) en (4 1 ) volgt door optelling: 
v 2·.v d 2w (;' 2w 1 c> w 1 o 2·7 
= eJ x2 + a y2 = c> r2 + r c r + ~ c)r 2 • >. •·r 0 ,: 
Tenslotte gaat vergelijking (1) ~ver in: 
1--d 2w 1 ~r; 1 t> 2w 2 -----;,; + - + ~ - 2 + X w = o. 
i or.:: r r r o .J ( 5) _________________ .... 
'.'! moet .eindig blijven als r varieert van O tot a, en W moet dezelfde 
waarde verkrijgen als JJ met een bedrag 2 TT toeneemt. Wij zoeken daar-
► om in ce eerste plaats :E@:L.~iculi~ oplossingen van de gedaante: 
W = R(r) cos m 9-', en W = R(r) sin mr . (m geheel) 
waard~Jr JG veranderlijken gescheiden zijn. 
S,,1.bstitutie van (6) in (5) levert 
1 dR + ( \ 2 _ m;) 





waardoor wij gekomen zijn cp een bekeA9.! gewone lineaire differentiaal-
vergelijking van de 2e trde; ·ae differentiaalvergelijking van Bessel: 
2 4 + 1 fill + ( 1 dx x dx m2 - ::2')y = 0 X {8) 
De oplossing hiervan wordt, zoals bekend is, gevonden d~or reeks.ontwik-
lteling. 
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Stel daartoe in (8) 
o< A o<+1 \ f'l(+2 ""-y = X + 1x + .t 2X -vr • • • 
~ = 0< x"'- 1 + A1 ( ('( + 1 )x Cl( + A,"j ( o< +2) -? + 1 + ••• QA ~ 
!of/"- 1) """' .,,-,2 j x"' + R,i(« .. ,).,.. ~(o<,1)-n,•jx"'+' .. 
R.,ft'1.":(. ♦ 2)(tX+1) ( '\ ~l (;(~2 r\ oe.-.k 
.;. t +- CIC. .,. a I ... l'i'1 } X + .... "" h l { 0, -t k )(u. f k. ,) +-( D\., k-,) .. m 1 X. + 
► ... + .,q. a «-1-1r. X • . . . . . • A k .. 2 x + .... Ii O 
De coffficienten van alle maohten van x moeten dus nul zijn, in de 
eerste plaats: 
<>< (oc -1) + ,x - m2 = O ( bepalende of karakteristiake verg.) 
dus Ct( 2 = m2 
O< = ± m. (9) 
A1 { ( 1 ±: m) 2 - r.n2 J = t 
A1(1 - 2m) = O, m geheel Ii 
dus A1 = t. 
A0 :::; 1 • 
Wij vinden z~ de 2 fundamentele oploasingen; 
.. 2 
Y1=xm{,_ x + ~ 2~ 1. (m+1) 
x4 x6 
2 4 .1.2.(m+1)(m+2). -2b,..._-,-.2-.-3-.(..,;;;m._.+_1)-(-m+_2_)_(m_+_3_) + •• 0 
~mt x2 Y2 = x , 1 + 2 ) 2 • 1. (m-1) 
x4 
+ 4 
2 .1.2.(m-1)(m-2) • • • • 
De 2e oplossing ie v;991.: gne doel onbru.ikbaar, cmdat 1:....,. 00 vtor 
' . x-, O bij positieve l!h 
- 13 ... 
ne alleen bruikbare oplussing iss 
mj . x2 x4 x6 l 
y 1 = c.:x: \ 1 - 22.1.(m+1) + 24.1.2.(m+1)(m+2) - -2°-.-1-.. 2-.-3 ...... -(m_+_1_)(-m-+2_)_(_m_+3-) +-••5 
Uit doelm.ati&heidsoverwegingen kiest men de willekeurige constante 
1 
= -----. 
,,r-"t m' (;. . . 
C 
De ontstan€ uitk:omst: 
Y 1 = xm - .\ 1 - 2 x2 + 
2m.r.1! \ 2 .1.(m+1) 
4 :x:4 • ·• \= Jm(x) 
2 .1.2.(m+1)(m+2) J 
wordt de :t.u..n..s~t:le_yan Bessel van de m9 o~ genoemd. 
Men vindt hiermede a.ls 1?,_art,i.c.uli~ oplossing van vergelijldng (7) 
"7(r,r) = Jm(-1 r)l A cos mp+ B sin mti. 
-aarin .A en B willekeurige ccnstanten zijn. 
Rand vo or~•.t:§}~!l.!_ 
D~ cerst eis is: \Y flt(; aa.n de rand, dus voor r = a veer alle waa.r-
den van (J/ • due I . 
cf (1\a) = F) 
m 
= O voor alle waarden van f 
a m~~-J1~~een nul.:E.u.:n:.,t van ,Jm(x) zijt.l'!.. 
(10) 
Ut:m kan :::,ewijzen, dat de vergelijking Jm(x) = 0 re~le en alleen 
re~Ue op:'l.oesingen bezi t; en w.el •neindig velet posi tieve zowel a.ls ne-
gatieve (r:1.eT xk voldoet ook .... :xk). Uit de ae.rd der za.ak veldoet ..!.9Js. de 
erort€al x ~• C ·:. oor m ) O. Deze kunnen wij niet gebruiken. . . 
1:; 0 1 1:.:, CE: posi ti eve oplossingen, nae.r opvolgende gr<iotte gerang• 
schikt 
f .,. >l; 
':,, '·'·; I 
~ . ~ . (' m .., ' ..... 3' • • • ; . , "- .. 1, 
ian is 
>. .. , ..,, a :,: ; , 
.i.:.-~·· ,m,n 
dus d~ i::igtmw.:1arden zijn 
De bijbehc,,:-er.a.e partiouliere eigen-op'.l.ossing is: 
\1m,n = l Am,n cee m f + :em,n sin m ,,! Jm ( ~ m~n r) 
en de algomene trilling van het membraan kan additief uit zulke partiou-
liere oploosingen werden opgebouwd a.1st 
cos Y' t m,n 
cos sir. m f ) y t • w, n ( 11) 
Deze oplc'."lsin,~ ::::0et r:.u echter r~,:\~ y,•c:r:-c"!e·n aangepnst ar:i.n a.e ,9.c_;:;_i:1tcestan4, 
waarl,.:i.t c"1e JrJ"'je:rnnd.e ccefficienter: .r\ .. , ,, B .,..,, A' , 1: 1 ktmnen wcr-
... ,1. m,.. :rr.,n :n,i:: 
den bep3ald. Voor t = 0 is i~ de eerste plaats de uitwijkin& w = f(r, ) 
in ell{ p~-1: t gec;even, 
,;,a "'"' Dus: , 
:f(r,?J) - f-__ ( L 
l .1.u. · 11= 1 J,.,.( t\1,, 1.r)) Am .,.., cos m.Oi + Bm n sin mOJ J., .... .., . 1 ., u / ' ' .. / J 
wanrui "".: "'Cl _ ;e::-:;:l de 1:.ekende methccle van :Fourier volgt: 
2. "ti 
\ -Pl:r, Q}'; .... "· , r .' 
' 
o, 
n ~ J { A r) A • m I • = 'P n=1 m m,n' m,n' 
-I 
0 co 
res:,. 2 IT 
sin J(A r)B • m m1n m,n 
0 
nor; de coefficienten A , , :S ,, afz~nderlijk te be:palen, 
m~n m,n 
eigensc~appen van de Besselfuncties nodig. 
MATHIMATISCH CENTRUM, 
2de Boerhaavestr. 49, 
A m a. t e r d ...!,_)n ( OJ • ._ 
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Cursusi 
M~t"hoden _d,.~r }!a thematische Ph;:tsica 
t& 's-Gravenhage. 
J~illin,g_en v~n een membraan IV. 
door 
Prof. Dr s.c. van Veen. 
Vervclg: 8::..1 kelvormig Membraan. 
~ !_envcu~i;~c::. _e1:iltm,:~cha12nen_ van de functie-s van :Bessel;. 
?!e nebben de vorige maal gezien, dat: ( voor m ~ 0) 
xm I . x~ x4 x6 j Jm(x) = --{~ - 2 · + _4 __ ..,... ____ - b + .... 
~!\.1! ! 2 .1.(m+1) 2 .1.2.(m+1)(m+i) 2.1.2.3(m+'1)(mr2)(m+j 
(1) 
of: i .. 2 
-m , 1 X 
. X J •, .X:) = .• -- 1 - 2 • 
'.'.I: 2m::n.! 2 .1. {m+1) 
dus: 
+ .. • } 
• 
( j I ) 
~{r-r·l J (x) ( = .....Lf ~ x + ___ x .... 3 ___ + 
C·Y" m J 2mm! 2.(m+1) 23 .1.(m+1)(m+2) 
x:5 
- 2 5• 1 • 2 • Cm+ 1 ) ( m+2) ( m+ 3) + . . . 5 . 
- X ,, 
- t11+\m+1) ! l .. e 2 • 1. (m+2) 24 .1.2.(m+2}(m+3) . )· 
· -(m+1) ( ) 
= - X• X Jm+i X (volgens (1 1 )), 
m.a.w.: r.--· . J ' ... 
.. .crirx-m. Jm(x) J = - x-m Jm+i (x). ........ """"" ______________ _ (2) 
Analoot- vtnt1.•.t men ui t ( 1) t. 
xrr. :-1 ... - ( :x:) = 1 --:x:2m+2 _ 
~+1 , 2m+1(m+1}! 
x2m+4 x2m+6 
22 ... 1.(m+2) + 24.1.2.(m+2)(m.+3) + 
x2m+8 
- -2·-1;-. ,-.-2-. ,3 ......... (-m-+2_)_(_m_+ 3-)-(-~-+4-) + • .. . J 
Ah 
., 'i'-',,i -
+ ••• J 
' \ \. 1 ' 
• I • 
(3) 
resul te. ten over de !1,1,llJ,lJ.mifill 
Ui t ( '1) vc lgt, d.,J.t vcor r:1 >- CJ de oorsprong een m-voudig :1ulp-..mt is. 
Pit nubJUnt 1:ct:511 wi_j__ ~i t~ll, beschouwing. 
C:+e1 Y-m, : / •~) ::: 1r • 
...... \.I ..,_ "°'"" t,, 111 \ .f,;... I J 







_g_ xm+1 J ( , -- xm+1 J (v:,--




x: 4 + ( 0 7j-- ..... 1) £Y + xy = 0. d-vt::.. · ' ..... ,. dx ( 4) 
-"• 
Hieruit volgt: 
Stelling III._ De nulpunten van Jm(x) zijn enkelvoudig, want in een dub-
bel ( of meervoudig) nul:punt wordt 
y = x-c. ,.: m ( x) gelijk .aan fi.;.:i.en ook ~ wordt gelijk a.an O. 
Volgens (4) ~ -;10rdt dan ook '9 
dx 
v-an J\faclaurin). ontwikkeling 
etc •••• dus y :?O (reeks-
St 11· T'~ 
... e .J.. . 1 n~-:.. Jm(x:) en Jm+ 1(x) hebben geen wortels gemeenschap:pelijk. 
a. :,:-Til Jm(x1) r, dus 0 en EX o. ~ ..... ~ = V; y ::: dx = I , 
Conclne1e a.ls boven. 
Recurr€;p,J;&. betrekkingen tus~en functies van Bess~l~p. hear ~fgeleiden. 
Uit (2) volgt cn~iddellijk 
( 5) 
.. 1 'l ... 
Uit (3) ev~neens 
of:. 
:Seuaalde ui-tq_grale~ met :Besselfuncties •. 
Uit de diffez·ent1a~lvergelijking: 
,., a2 d 2 2 
xL :-, + x ~ + (x - m )y = O 
dx 
waaraan Jm(x) voldoet, volgt: 
X2 ,£2tT~{C( x1 + X dJro\"~xj + It ex-~ ex 
analoog ~ 
x2d2 Jm(,e_tl + x ~n\, £ x} 
C Xe: r.t:x 
of: 
+ x (l-r."' ( Bx) dJ,l0~) - Jm( t( x) l .~ ' X dJIR'Jx} j + 
+ (~2 -/2) x2Jn/6(.x) Jm(ftx):.: o. 
Dis: 
(~2 ... 113 2) x Jm( «,x) Jm(f x) = 
= 0 
(6) 
( 6 I) 
( 7) 
= 
dJ 4(' x)J--:-- b 
~ (8) .. 
a 
Tflegens ( 5) i8 
analoog 
-x:dJ~( :x::x:1 = m J {;{x) - fX. x J 1 {,oc). x m · · m+ 
Dus; JJ 
x r.:,., ri d,Im~nx} ~xJ (/gx) a,J~(,,cx:} = ~ :,1' v<.. . - ' dx m X 
= x{xJm(/?x) Jm+1 (eilx)·•/3 Jm(t<,x) Jm+1(~ x)j. 
waardooc {8) overga.at in: 
( £~ p2) I xJm(o<.x)Jm'flx) IJx = f fJm(Rx)Jm+1 (,( x)- / J,._(-<x)Jm+1 yix)}j 
a . . a 
(9) 
- 1~ -
i.h.b. vcor a = O, b = 1, (dus Jm+1(~:x:) = Jm+ 1((& x) = O voor m) O, 
x=a=O)~ 
<«2- /) /' xJm(rx.x)Ju(/.Jx)dx =PC Jm( ,f.>) Jm+1< <>£) -fJm(< )Jm+1</J) • { 10) 
,,. 
Deze ui. .~mst wordt w~ardeloos voor /f= « .. 
Houoen 7'"-;l ii~ 
lxJ .. ,( o' :<)Jm( ,1'! ,:) dx = ..,.J~,;o() -(Jm( «. )Jm+_1_<f) 
0 ... .. o( - (J 
v{ .9.2..13.2t~_r:.:_t_. ei:i le.ten tJij /Jtot ~ naderen, dan geeft de toepassing van 
de re gel \Par. l 1 H~pi tal 
/ xJ! ( "- x l dx = ·i.x-f m ( C(. ) Jm+ 1 ( <) + l't J m ( <'I'. )J,;,+ 1 ( 0\ ) - '( J,;, ( °') Jm+ 1 ( ct 1/ 
··of: 1 
2 ,x /xJ! (l'(:t::)d::: = Jm(p()Jm+1(p\') +«/Jm(tJ(.,)J.:n_+1(t() - Jr~,( -c)Jm+1(< Y.< 11 ) 
t 0 
S . 1 , ... pe q,1~_..B.§:Y:~ .:.;:':.~.:. 
~7ij :::ullen de ui tkorn.sten ( 10) en ( 11) speciaal nodig hebben voor 
het geval, cat t<. en fi .n.1tl]un_t_en 21iin van Jmhl• 
Dus J ( t:(_) = J ( I<) = 0 • 
m m /"" 
Uit (10) Yclgt voor,,<. /. ) 
r---, ---'---------l l xJm(,( x)Jm( /J x) dx = 0 
Uit (11) yolgt~ 
2ft' f'zJ 2 («x)dx = -,< J +i (C( )J!(~) 
•' m m .... 
0 
a.dus wegens (5) 
• 1 
Of 
2ix / xJ!( I<. x) dx = fl( J!+1 ( ~ ) , 





2de Boerhaavestr. 49, 
A m s t e r d a m -0. 
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Cursus: 
Methoden der ~athe~tisghe Physica 
te 's-Gravenhage. 
Trillingen van een membraan V. 
door-
Prof. Dr S.C.van Veen. 
Vervolg cirkelvormig membraan: Eig~nschappen van de functies van Bessel. 
-Stelling V. De ·wortels van Jm(x) en Jm+1(x) (indien aanwezig)--&cheiden 
elkaar wederkerig. 
Bewijs. Stel xk en xk+ 1 zijn 2 ~eenvolgend,e, van nul verschillende 
nulpunten van Jm(x) dus van x'-m.J (x). 
. m 
Volgens (2) ligt er tussen xk en xk+ 1 ten minste 1 nulpunt van Jm+ 1(x) 
(stelling van Rolle}. Dit nulpunt valt niet samen met xk of xk+ 1 (St.IV). 
Volgens ( 3) ligt er om de zelfde reden ten mins·te 1 nulpunt van Jn/x) 
tussen 2 opeenvolgende nulpunten van Jm+ 1(x). 
Er kan echter niet meer dan 1 nulpunt van ~m+ 1(x) tussen de oee~_g_vol~ende · 
nulpunten xk en xk+ 1 van Jm(x) liggen, want waren er 2 of meer nulpunten 
van Jm+ ix) tussen, dan lag daartussen weer ten minste 1 nulpunt van · 
Jm(x) en dan zouden xk en xk+ 1 geen ~peenvolgende nulpunten van Jm(x) 
zijn. Analoog voor de nulpunten van Jm+ 1(x). Dus tussen ieder paar 2£,-
~envole;end~ nulpunten van ~m(x) ligt precies 1 nulpunt van Jm+ 1{x) en 
evenzo tussen 2 opeenvolgende nulpunten van Jm+1(x) een nulpunt van 
Jm(x), zodat de nulpunten van Jm(x) en Jm+1 (x) elkaa.r wederkerig scheiden. 
, Stelli:t15 VI. Jn/x) bezit geen gomplexe nulpunten. , 
Immers, als Jm(x) de complexe wortel £X=p+qi bezatJ dan zou Jm(x) wegena 
(1) eveneens de toegevoegd complexe wortel (3~p-qi moeten bevatten. 
(p ~ O, q ~ O}. . 
Verder is Jm( ~ x) 
Volgens (12) is 
= Jm(o<x) (toegevoegd 
1 s xJm( ~ x) .Jm( ~ x) 
0 
complexe waarde van Jm(o<x)). 
= 0 wegena <X ~ ~ • 
dus 1 t x \ Jm(O( x)l 2 dx ~. 0 
wat onmogeliJk is, omdat de int~grand in het hele ·1ntegratiegebied> 0 
is (enkele punten eventueel uitgezonderd). 
Dus de wortels van Jm(x) z1Jn reijel. 
Om nu het !?,.~ta~ri van nulpunten van Jtn(x) ·{m geheel) aan te tonen, kunnen. 
wij du.s volstaan me.t aan te tonen, d8.t J0 (x) oneino.ig ~l {:t1ei!le) wor-
tels heeft. Daartoe besehouwen w1j de tntegraal 
20 -
rr s cos 00 k 2k ( x cos Q) ) d 0, = i: ( -1} ~k ~ 
I I k=O 
0 00 00 
= rr2 
k""O 
( - 1 ) k X 2k ( .1 . < .? . . .. ~tt-1 ) = TT ~ f 11 k X 2k \ 2k ! \ 2 • '-t- • o •••• .:: \. - 1 22k { k ~ ) :2" = k:::O 
= 1f J"'(x). u 
it" 
Dus 
J~{x) = .1 ( cos(x 
u rr ~:i 
( 14) 
du Stel cos r = u. 
rr 
J.._(x} = -.1 ( cos(x 
V 1'f J 
0 
d f = - \Ip_)\ .JL 1 
cosf )d' =: ): cos(x cosf )df =: t co;\~-~~! u 
Stel x = (m+½)IT (m geheel) 
1 
• J0 (m+½)rr = ~ ) 
0 
k+½ 
cos vrr d v + 2 ff cos vttd v (v =(m+-~)u) 
V{(m+-~)2-v2! rr ~ k-·~ Vt(m+½)2_)?} 
½ +½ 
= _?.. 5 cos vJr d v + 2 i (- 1)k J cos w7r d w (v=w+k) 
tr O Vl(m+-~) 2-v2 } TT k=1 -½ V{ (m+½) 2-(k+w) 2) 
- Het is gemakkelijk in te zien, dat de laatste term (k=~), dus 
+½ 
_?.. ( _1 ) mJ cos w Tr d w 
1f -½ V[(m+-~)2-(m+w)2! 
het van alle voorafgaande wint, zodat het teken van J0 (m+½)1't is (-1)m 
{ grafiek t) • 
Hieruit volgt: J0 (m-½) en J0 (m+½) hebben tegengesteld teken. Er ligt 
dus zeker minstens een nulpunt tussen (m-½) en (m+½) (m=1,2,3, .•. ) 
m.a.w. 
1:)(x) bezit oneindig veel (re~le} n?lpunten. 
Zander bewijs geven wij nog enige resultaten over deze nulpunten. Be-
rekeningen hebben geleerd, dat de eerste nulpunten van J0(x) bedragcn 
s 1 = 2 .4o48 A 
; 2 = 5.5201 3~1153 
} 3 = 8 .6537 3.1337 
\ = 3.1378 1i 11.7915 
- 'T 3.1394 \ 5 = 14 .9309 
Het blijkt verder,. dat het verschil ~ k+ 1 - t k snel naar ,r convergeert 
met toenemende k~ 
Voor grote waarden van k is: { =Td k - 1 ,4. 0,050661 - _0,053041 + 0,262021 - .. _ l 
S k ) 4 . 21-= - 1 { 2k-1) ,, ( 2k- 1} ' j 
Na dit uitvoerig intermezzo keren wij terug tot ons oorspronkelijk onder-
werp., om na te gaan, va':1 welke grate betekenis de functies van Bessel 
en ha.ar nulpunten zi,jn voor de tr1llingen van het cirkelvorm1ge membraan. 
~ort~~ttin.5. cirkelvormige membraan. 
Wij vonden voor de algem~ oplossing (11) (syllabus III) 
00 0(.) 
w = t L 
m=O n= 1 
Jm { ~ ~£ nr) r A cos m (]) + B sin m a>] cos V t 
. a L- ml' n l m, n / m, n 
+ ( A 1 cos m ()) + E I sin m (1) ) sin V t 
m,n / m,n / m,n 
I waarin de co~ffici@nten Am n; B , A~ n en B' n nu nog uit de beginvoor-
,,, m,n .,,,, m,. 
waarden en randvoorwaarde moeten worden bepaald. 
c~ }I = m.n=cA 
m,n a m,n 
Voor t=O meet dan gegeven zijn in de eerste olaats _,_ .... _ .. ,. .. 
w = f(r,f) 
in ~l!_ punt van het membraan. 
Bus: ~ oo 
f(r,(1}) = ~ 2 J ( A r) ~lA r A n--1 ffl m,n m,n 










(m I, 0) 
(16) 
(m = 0). 
Ter verdere bepaling van A n en B n maken wij gebruik van de or_tpo~-m, • m, 
naliteitsrelaties (12) en (13). (syllabus IV). 
Uit (15) volgt: 
~ 21f 
j, ( J f(r,(V) 
rr Jo o I 
a 
= Am,n s 
0 
cos m (}) J ( A r) rdrd QJ = f m m,n / 
t 
- 22 -
= f Am,n J;+1( ~ m,nL 
waarmede Am,n (altha.na in princ1pe bepaald is. 
Op dezelfde wijze vindt men 
a 2Tf 4 5 S f(r;f) 
0 0 
a in m OJ J ( ,\ r) rdrd V = r m rn.,n / 
= ~ Bm,n J;+i( ~m,n) • 
De bepaling van de constanten A1 en B' volgtop analoge wijze als de 
beginsnelheid voor elk punt van het membraan wordt gegeven. 
tfo.THJlMATISCH CENTRUM, 
21.., Bourhaavustr. 49, 
A I:. S T I; •-: D A ~: - O. 
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Cursus: 
Trillin_g_l..,n van_u~n mvmbraan V~ 
door 
. ., ~ 
.. ro ...... Dr S. C • 
no~ ·,:ord .. :n voortguzut voor andcr,., mu1...r inguwik:;::1.:lde bDgr....,nzingon, b. v. 
'-'·llips, maar d1::zu vo0rt dan spo"'dig tot Zth,r groti.., complicatiost wi:.lku 
d;,.; to0pasi~ing vrijw~l onI!lOS'--'lijlt makun. M\;;n hu--.;ft kunne:n zic,n, dat di.; 
<:_igl;:nwa~::rd1..:n 0n do 8i1~1..mfu11.c.t_iys in dl:!Zl:l problemun ch: voornaamst.:; rol 
vcrvullun, i,h.b. zal ro.~ds d8 kluinst~ oig~nwaarde voor practische 
toupassing~n de hoofdrol vorvull~n (0urst0 trilling). 
Ylij zullvn nu h-.;·c algum0n1; ~::irobluvm b..,hand..:lon m0t buhulp van do 
m"thodun d..:r variatiur1..,kuning 1 wclkv 1.::0n e.nvoudig hulpmiddul l0vurt om 
d0z-.: 0,_rst..: ;;;igs.;:nwaardw ( vn d ... bij bvhor,..md....: ...;igvnfunctio) voor mt:-..,r al-
g1.;ri.wn...:.. g..,vall,m m\..,:t grotv b·-.;nad1;ring t0 b'-'pal\:ln. 
:·:ij gac.:n '•iJudvr ui t van cl.'-' dif:2 i...:r..;ntiaal v0rgelijking: 
A •r . \ 2 ,,1 0 
U, H -t- "' ,t =: 
mvt d.., randvoorwaardi.: 7! = o .. 
E..,rst zu.llvn wij h0t volgvndv minimu.m-problt.:~,m bwschouwon: 
r:wn b0schouwt allv functius W(x, y), di0 aan dv rand nul zi.l!!, 0n 
wulk-.; vol do ""n aan d'"' voorv1aard0 
J('.7) = 5) w2 ,dx dy = 1 (normurings-voorwaardu) ( 1) 
wac.:rbij dw dubb._,lint'"'t:,Taal OVi..:r h'-'t gvhvlb mvmbraan wordt uitg...::strukt. 
Hvt is duidulijk, da.t aa.n ( 1) door z1..:-..,r willt:.kuurigu fttnctioa kan wor-
dun voldaan, wvlk~ aan dw rand = 0 zijn, want st0l, dat 1."!1(:x,y) u1;.;n 
functi0 is, di,., alle ... n a .. ·,n d0 vocrwaa.rd1.:.: voldo0t, dat zij aan d1;; rand 
= o. Laat 
SS V7; dx dy = a 2 




Ondor dt:: functi..:s VI 1_ w .... l:;:w .. aan d1,; rand = 0 zijn,. i.m welko q_ovenflien vol-
- 24 -
DC-n::: }~~(~:) 2 + ({•;) 2}ax dy (2) 
_t_o__ t~.-'-L-:P _ _l in i ~~ a 1 ma k '--n .__ 
"ij zullc..:n b,.:wi,iz1.,. :, 13.at m--t d•-.;Z•- functi.. '." t-.;gvlijk d\,,l u..;rstw 
Vol::,,..;ns d"', ldao:e:L . .:k,.; m .... t~1ocL:.::n d ... r variatL..:r,..;:tl;Jning vrnrdt di t minimUJJ1-
:probl,._,,_m -:i.ls vclgt ad.ng'-':pakt. Buschouw naast 'T(x,y) d1; functivklassu 
U(x,y) = 17(x,y) + ~ f (x,y) + yt f (x,y) (3) 
( ~ vn yt zijn will;,.;ki..;urigv :~)aram<.;tt..:rs), wa-:;,rinp(x,y) unY.,(x,y) willt:k ... u-
rig-..: 6.iL:-.::...''-'ntL .. ,,.::rbarv fur.ctius zijn, wulkv alL.;:vn mo .... t_•~::n voldoo.;;n aa.:q__d0 
J ra_n_dYS)_g_~'.-.fl..E:rd1.: !f,= _Q,_s:_n f.= o; zeals afg'""s!)rokwn is, mo;,.;t U voldo0n 
,.(,·r\ 1 
tJ l;; :::: ' 
D( u) = ( ( \ ( J u) 2 + ( c) u) 21 dY dy = (( S ( d r:) 2 + , i.) w) 2 J dx dy + 
· J1l ax oY ) ·· )}lox 'oy' 5 
+ 2q~\(:~)(;~) + <!•Y)(j~)ldx dy 4 211)~ld~i<;t1 + (f~,(~~)ldx dy + 
+ ~ 2 )) { (~) 2 + (~)2f C.J: dy + 2~'lf~ l (~)(*) + <i~) 
+ '12 )\ \ (~)2 + (~)21ax dy 
(¾~)~dx dy + 
(4) 
zv~nzo 
J(u) = }) u 2 dx dy::~\172 dx dy + 2t 5) ';l<pdx dy + 2~ ~~ '.-u,ax dy + 
+ t2 )\ r2 dx dy + 2~tz ~\lf<f d."t dy + t12H r2 ax dy {5) 
De mini.=.;.:.ur,,.-.__,is v'"'rlangt nu, dE.t D(U) 0 ~n minimum b1..:rvild voor d.__, functiw 
·:-:, a.. w. z. vo or ~ = C, &1 = 0, ondvr' dv n ..... vvnvoorwaard'-' J = 1. 
D( f,, 11 ) 
..._n h-..:t r'""cht,..;:rlid van ( 5) 
J(E:, t ri). 
l)an is c1us h-- t minimu..111i1robL.:..,.mz 
ICiv~ d-., fun_c_ti...s.. W zqdani_g, d..""""'-..Yc--.D_( ..... ti__.!l"""')_~t-0 ..... n__ m_-_i_n_1_·.J_m-Yl}_,_b0yl;~K!_.YQOr_S:= 0-1-
~.-= .. ~Q._.2.P.flSX' d..., n'-'v'--nvoo!'\1~_do _t!(~.:i ~) = 1~-
Volg ..... ns do b'".kl;nd...:: th0ori1.: d0r 1• gi.; bondwn uxt:rumen" zooli:t r.11.m dus dt: 
:·vrij a oxtrGm,;;n;; van 
nc,,rp - 1t 2 J<,,~). 
(A2 = multiplicl:'lt)r van Lagrang0) 
(6) 
Do g;,.;vraagd0 o:plossing mol.t optrL:d,.m voor \ = 0, 7 = 0. Ui t ( 6) volg-Jn dQ 
vo orvm:lrdon d D , 2 d J ~ D \ 2 ~ J ( '- h ) ~ = ~ ~;~=A di[ voor )= O, l= 0. 
Dus volg0ns (4) en (5) 
~{($~~)(;~) + (i;)(~~)}dx dy = A2S~ Wfdx dy 
sn (; :)( ~~) + (¾-¥) <¾) \dx dy = A 2)) W 'f il:x dy J (7) 
Voor 0--n willukvurigl.! funetio P(x,y) geldt 
IT JP s s Jp )) ~ dx dy = dy fi dJ!!-.: 




dy = J dy f ~ ! = 0 
C 
onidat r = 0 op do rand. Analo og 
I ( ( ( Jtp J w +& d 2 w) dx dy = 0 
J) Ty ~ y J d y2 
Uit (7), (8) 0n (8 1 ) volgt onmiddullijk 
(8) 
( 8 I ) 
rn Jw 15£ + d\Cl dtf)Ja.x d = _fftol a2yy + ;i2wla.x d = 12(( W@dx dy JJ(Fx ox dY oYJ y J)J ~ dy2j y )J J 
of \ ff J' { t:, w + A 2w } dx dy = o .] (9) 
Analoo · ;;-..;;;..Q._--,----~~--------. ff f { h W + A 2w ~ dx dy = O • ( 9' ) 
De; minimu.m-0is is dus g0lijkv1aardig m0t (9) 0n (9 1 ) voor $,ll0k1;;urig0 
functi0s di0 aan do rand v0rdwi'n0n. Daarom moet voot all0 pu.ntun 
x, y van h~t m8mbraan 
6. w t ')...2 w = o 
zijn voor W, diu aan d0 gostcldo minimum.-uis voldo0t. Wij z~n.dus~ dat 
i0doru 1tT, dio aan dv _g0stold0 minimum-vis voldout t to_golijlr ..,n oi:,los-
sing is van onz0 diff0runtiaalv0rg0li_jking. Hij voldoot da;n ~1!<.ms .. aap 
di..:. randvoorwaardc.: .• Vlugvns ( 4) is dan de minimumwaardu van 1 
D ( U) ==. D (".7) = S) l ( ~ ~) 2 + ( ~ ~) 2 1 dx dy = - )) W ~ W dx dy ;: 
= A 2 )) YT2 dx dy = ~ 2 ( wugons ( 1)). 
}kt absolutu minim.um is dus do klGinste (.dgonwaard0. 
Slotsom 
Do kloinsto eigcmwa8.rdo van het randwaardo:problcum 
AW + ~2 1.V :::: O (W :::: 0 aan du rand) 
is 
A12, = Minimum van ~)\ ( ~-~) 2 + ( ~ ;)21 dx dy 
(10) 
voor allo mog0lijk0 ,Run9rmu0rdo funoties W(x,y) (d.w.z. ~s W2 dx dy = 1) 1 
di0 aan de rand nul wordon. De functie W(x,y) welke do minimumwaard0 
A12 lovort, is de gezoohte bijbuhor'C;nde cigonwaarde. 
MATH:El.fATISCH CtNTrHJM, 
2e Boerhaavestr. t9, 
Amster~ am - 0, 
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·----..---.-·•·-·•-•''-'~ ..... ---··-·-~·· 
CurSi.l.S: 
t e tr:..9_ ~-e..:'l.~__; -.:::..-t.h..~.m.ill_S c hL P:}.Y_~_9.§. 
te 's-Grnvenhage 
:; ri l ;_i nE._e.lLY..:8-.z;____e ~!l..ll~ 12,ryi..9-n VI I 
door 
f'rof. Dr ;:_;. C.. van Veen. 
JJi tgeJL.erkt !_oo:rbe_eJJL .. .Yan ee;a trillen:3:,. cirlrn1 vormig ~emb..E.§~ 
r·ij ne::1en a:m, dat de uitw1j1dng w voor t = 0 parabolisch is: 
kl, 2 2, w,-, =··-,.:;-a - r , 
l LI , ,:. I 
\ I -





terwijl de beginsnelheid voor alle :punten 
van het membraan = 0 wordt verondersteld. 
(Het membraan wordt dus ui t de evenwichts-
toestand losgela ten.) 
De algemene uitkomst is: 
(./), u::i 





J ( 1.l!iil/.) S ( A co s 
m a l r:i, n 
+ (A I cos 
m,n 
m$ + ]3 sin 
m,n 
m~ + B1 sin 
m,n 




,J ( .. ~Jn .. 1JL)(.A cos m.£l + B nsin m~) :::: 









lll' ;r~ g d~( 
De integralen, die hierin voorkomen, zijn vrijwel alle = o. Het linker-
lid is a.lleen /:. 0 voor li = 0 (cosinus-term). Nen vindt dan: 
.2rr (/) (/) 
2Ti'w(O) = 2111L(a2- r 2 ) = L :2:. 
a2 m=O n=1 
(A ( cos 
m1 n ) 
0 
~IT 
111..$ d;) + 
+ Bm,n ) sin m !?J dJ • 
q 
In het rechterlid blijven tenslotte over: de 
Men vindt dan na deling door 2 : 
termen met m = 0 (cos-term) .. 
k 2 2 ~ . \n nr 
9 (a - r ) = ·L.. J (- · "'• -·)A = 
8 ~ n= 1 o a o,n 
Cl.) l, Jo( Ao,nr) Ao,n (1) 
( de a.ndere coefficienten A en B" worden = O). 
m,n ,u,n 
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~ij passen nu de vroeger gevonden orthogonaliteitsrelaties voor 
de Bessel-functies toe: (syllabus IV (12) en (13)) 
"" f Jo( ~o nr) Jo( Ao hr)rdr = o 
() 1 ' 
voor n ,J h, 
5j , 12 a 2 2 i a 2 2 ~ lJO( "O,h)) rdr = 2 3 1 ( /\0,hr) = 2 J1<"Jo,h) 




~ ) (a2- r 2 ) J0 ( A0 ,hr)rdr = 
0 
r,... 
k ~ J0 ( ..l O hr)rdr - -\ 
o ' a 
A r = x = ~ o_, hr 
O,h ~ a 
2 ('o,h. 
( ~ka ) 2 ) :x:J O ( x) dx -
O,h () 
(2) 
Hierdoor is d.e oplossing geheel te:r·uggebracht tot de berekening van de 
elementaire integralen 
S\o,I,. xJ0 (x) dx en 
wellte 
Substitutie in (2) levert tenslotte 
Uit de Fourier-ontwikkeling leidt men gemakkelijk af, dat alle·andere 
coefficienten A en B = O warden. Daar 
(2e beginvoorwaarde) 
leidt men op de bovengeschiedde wijze zonder moeite· af, dat ook ~ 
coefficienten At en B' = O warden.· 
(4) 
- 28 -
Er blijft dus over als oplossing van de trillingsver·gelijking, met de 
gegeven randvoorwaarde en beginvoorwaardent 
J ( ~ 0__,,nr) J ( ~ ) 0 0 a 2 O,n S'."-
w ( t) = 4k ::2:. 2. 2. · cos ( ~ O 3 n) t . 
n=1 (t,,v,,) j, { ~ o,t'\) a 
Hieruit leidt men b.v. nog de volgende mathematische betreklcing voor 
de nulpunten ~ 0 af~ 
,n 
Stel t = 0 1 r = 0~ 
w(O) = k 
of 
n=1 
Toepassin__g_ V?n het voo~afgaande voor de benaderde bepaiin,.g_ van de kleinste 
~j,._genwcl.arde en_ de eerst eigenfunctie. "Principe_ van Raleigh. 
In het voorgaande hebben we gezien, dat de kleinste eigenwaarde 
2 
1 Tan het randvvaardeprobleem 
/JW + >. 2rr = o, W = O aan de rand . i> 
gevonden ·wordt als minimumwaarde van )~{(~~) 2+ (~;) 2 dxdy, uitgedrukt 
over het gebied van het membraan, als de voor de concurrentie toegelaten 
functies alle mogelijke genorme~rde functies W(x,y) zijn 1 welke dus vol-
doen aan 
)\ W2dxdy = 1. 
raten wij de normeringsvoorv;aarde vallen) dan hebben wij slechts de mi-
nimum-waarde te be:palen van 
~ ( *~)2 + ( ~W)2 dxdy 
.. .. }l .. ( 11 ) 
)~ W2dxdy . • 
Nu zal de gevraa.gde eigenfunctie ·.-.'(x, y) zeker moeten behoren tot die 
functies 5 welke aan de rand nul warden. Wij grenzen onze waardevoorraad 
van vergelijkingsfuncties reeds aanmerkelijk in, door ons te be:perken 
tot die functies 1.'!(x,y), die aan a.e rand = 0 zijn. Een willekeu.rige functi.e 
W(x,y) die alleen voldoet aan deze randvoorwaarde, maar niet noodzake-
lijk voldoet aan de differentiaalvergelijking, zal bij substitutie in 
( 11) in het alger.a.een een u.i tkomst o:pleveren, welke ;>A; is ( immers >.. ; 
is de minimw11waarde). Een functie 1:I(x,y), .die alleen voldoet aan de rand-
voorwaarde (W = 0 op de rand), zullen wij een toegelaten functie noemen. 
Rayleigh heeft het eerst gebruik gemaakt van het feit, dat iedere 
toegelaten functie bi j subs ti tu tie in ( 11) een bo_vengrens van A ; levert ~ 
welke bovengrens bij geschikte keuze van W(x,y) een goede benaderin_g 
zal geven voor A~ (~J;~J. ~ ~v~~h_). 
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V.'ij willen di t principe toelichten a.an de hand van het voorbeeld 
van een cirlcelvormig membraan (met straal 1). Als eenvoudigste toegela-
ten iunctie kiezen wij 
2 2 W(x,y) = x + y - 1 = 0 
volgens (11) is 
(beide 
>. 2 < Jl.~_2_+ ,uh,1xd:,: 
1 )) (x + Y2- 1)2 dxdy 
inte(_:;ralen ui tgestrekt ovex· de cirkel x2+ y2• 1i Met behulp van 
poolco6rdinaten vindt men 
;;rr 1 1 
A 2 < -~.~~~~-r--ap__ J:.__4,....r_3_dr_ g 
1 ~ ) ( r 2-1) 2rdrdf = 7 r(r~-1)2dr -= 
\ .h- 0 0 A1 t:_ v6 = 24495. 
juiste waarde is 
A1 = ~ 1 = 24048 ( p.. 20 on1Jeraan) • 
MATHEMATISCH CENTRUM 





.Methcden der Mathematische Physica 
te 's-Gravenhage 
Trillingen van een membraan vm 
door-
Prof.Dr s.c.van Veen. 
De methode van Rayleigh-Dirichlet heeft ons een bovengrens gegeven van 
je kleinste eigenwaa.rde op grand van de volgende overweging (Principe 
van Rayleigh). i 
tDe kleinste eigenwaarde A, is de minimumwaarde van 
. D(W)= f A\txw) 2e(: ;) 2Jax dy {1) 
als men voor W(x,y) alle mogelijke toegelaten genormeerde functies in-
vult, d.w.z. alle mogelijke functies van x en y, die aan de rand nul 
worden, terwijl bovendien jf w2axdy,=l. De functie, welke het gezochte 
minimum oplevert, is de bijbehorende eigenfunctie. 
Substitueert men dus in het rechterlid van (1) een willekeurige 
toegelaten functie, dan levert D(W) een uitkomst op welke zeker ?-· l.i 
., 
is, zodat men op deze wijze een bove;:i.grens voor ).,"" verkrijgt. 
Ofschoon hiermede weinig gewonnen schijnt, heeft Rayleigh opgemerkt, 
dat iedere niet al te ongeschikt gekozen toegelaten functie een zeer 
.:t. behoorlijke benadering geeft voor ~,. 
loverigens zullen wij nog later in de methode van Ritz-Galerhin midde-
len leren kennen, om deze benadering willekeurig ver te verscherpen. 
Wij zullen echter eerst enige voorbeelden voor de berekening van de 
bovengrens aflei•en. Als eerste en eenvoudigste voorbeeld kiezen wij 
het\lOlledig bekende geval van het cirkelvormise membraan. 
De ran@ is hierbij bepaald door de cirkel 
x2+Y2=a2. 
Als meest eenvoudig toegelaten tunctie vinden wiJ hier: 
W(x~y)=C(x2+y2-a2) 
die inderdaad =0 op de rand. 
Wij moeten nu 
uitstrek~n over 
/kc t~> 2+( ~ ~> 2)dx dy 
het gebied van de eirkel x2+Y2=a2• 
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Daarbij moet eohter de wLll.ekeur1ge l.iOnstante C zo worden bepaald 7 dat 
de functie W(x,y) genor-meerd is, d.w.z. 
/'.' 2 . 
! I w ;JXdy=l. 
, ~ , 
Het is hicr voordeliger, pool0o~rd1naten in te vceren: 
X=l~ COS Y, 
Wij moeten dus het minimum bepalen van 
('t ,) ,, !. ( { !W) 2 +( /) W) 2 rdrd <f· • ,>r rll:1· 
.J i,i: l ,, r a.ls 
0 0 . / f w2rdrd ~-· = 1. 
l i i 
t~ V 
De gekozen toegelaten functie is 
De tweede 
e 
,,, ,.. ( 2 a2) 
1111=1.., r - . 
integraal levert; 
I .·,t ,· t. », 
2 / ( 2 2 2 C 1 , r,r -a) rdrd rc~ = 1 
.i I ~ y 
'i q ' 
2 li c2 j t. (r5-za2r 3+a4r)dr= 1 
2 ;;,..2 a. .:.:a+ a·(_ 1 /,( 6 '"' 6 6 
v O - ~ ~- C2= 12 2 Ti ( 2-6 +6 ) a 6 
De 1 integraal levert: ~ 
2 (''i /" 2, ,(C: ) 2 f"'r - 2 f 3 - 2 4 6 C J / . 2r rdrd1·=2 1,c 4 r dr= 2 ,, C · a = ~ 
De gevonden "bo~'engrens voor ";\, = Y 6 1,= 2 .4495 • a 
• a a 
De exacte waarde van '),.. is vroeger bepaald als 
< I 
A0 , 1= 3' ;11 , waarin f O,l het le nulpunt van J0(x) is, dus 
A 2.4048 {S 11-b V 00) 0, 2 (exact)= a ,. Y O us , P •,:;. • 
Ondanks de meest ruwe keuze van• de toee;elaten functie hebben wij dus 
reeds een benadering met een fout van minder da.n 89b gevonden. Wij zul-
len overigens laten zien, dat deze fout zich zee:r gemakkelijk wille ... 
keurlg sterk laat verkleinen. 
Het grate voordeel van de methode van Rayleigh bests.at daarin, dat 
daarmede de kleinste eigenwaarde kan warden 2ieschat bij willekeuri~e. 
... ,2 -
{mite matheme:ttsch nauwkeurig gedefinieerde) begrenzing bij problemen 
die overigens mathematisch niet te behandelen zijn. Wij zullen als voor-
beeld kiezen: 2 2 
de grenskromme is een !111:f:S : ;. + -!-i- = l 
a b 
Als boven kiezen wij als eenvoudigste toe~elaten functie 
W(x,y)=C(b2x2+a2y2-a2b2), 
welke inderdaad wederom op de grenskromme ~ wordt. Ook hier heeft de 
invoering van een gewijzigde soort poolco~rdinaten succes, n.l. 
Men vindt gemakkelijk: 
x=ar cos 7 . 
Y=br sin <f . 
0 "<f~ 2 Ti 
O~r ~ 1. 
De fout is wederom gering, en bedraagt minder dan 4%, 
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Je methode van Ritz, uitgebr-e:1d door Qalerh_in berust op de eenvcueige 
overweging, dnt men een w11lekeur'1ge combinatie van toegelaten functies 
w1 (x,y), w2 (x,y) ., w3(x,y) .•.• kan opstellcn in de vorm 
W(x,y)aa1w1(x,y)+a2w2(x,y)+n3w3(x,y) .••. 
:)an is 1~'(x,y) ::,ol-c een t-::iegelaten fu!:.ctie, voor 1edere willekeurige 
keuze van de parameters a1, a2, .... 
Men kan zcnder beperking neg a 1::c 1 stellen. :>an heeft men neg de vrije 
beschikking 'OVE':r een stelsel parameters a 2 , a~ .••. , die men zo geschikt ,, 
mogelijk kan kiezen, n.1. zcdanig dat 
.' ,l{' "'; 'T") .... w r-.'/ /!. ( ~: ;j+( .:_:·v).;:>dxdy 
f t ) >,"" . t<..,. t., \ 
'..... 0 l i W'""dx dy 
eer. mir.irnum wordt. i j 
,Het linkerlid wordt een functie van a2 , a3 .... dus F(a2, a3 ..•• ) • Men 
moet dan zorgen, dat 
. . . . = 0 • 
MATHEMATISCH CENTRUM, 
2de Boerhaavestr. 49, 
AMSTERDAM - O. 
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Cursus: 
Methoden der Mathematische Physica. 
te 1 s-Gra.venhage 
Trillingen van een membraan IX 
door 
Prof. Dr s.c. van Veen. 
De methode van Ritz-Galerkin. 
La.ten w1(x,y), w2(x,y), w3(x,y) een stelsel toe5elaten functies 
zijn, welke dus aan de rand= 0 zijn. Dan is oak 
W(x,y) = a1w1(x,y) + a2w2(x,y) + a3w3(x,y) + ••• (1) 
een toegelaten functie voor iedere willekeurige keuze der pare.meters, 
De kleinste eigenwaarde I) f is de minimumwaarde van 
) 1 () ( o W )2 + () W) 2 ! dxdy 
D(W) = J \ ""j"x O y J (2) //w2dxdy 
Substitueren wij in het rechterlid van (2) de uitdrukking (1), dan is 
het dui,elijk, dat de uitkomst een functie van de willekeurige para.me-
ters a1 ,a2 , ••• wordt. 
T(a1,a2,a3, ••• ) 2 
D ( W) = N ( ) = )) ( a 1 a2 a.3 • • • ) • 
a1 'a2 'a3' •• • 
Ritz en Galerkin bepalen nu de minimum-waarde van /'i(a1 ,a2 ,a3, ••• ). 
Volgens de regels der analyse zijn de noodzakelijke voorwaarden 
J 11 2 '?>, 2 ~ ~ 2 
-,:-:::- = o, ~ = o, = o, .•• 
c; tt.1 (. a 2 u a3 
of N ;) T ~ N o T T J N N .2_! - T 'J N T~ N ~ -
~- 1 (, 2 '5 a2 i) a.3 va3 
= N2 = = ••• 
::;:: 
N N 
Uit (3) e:a ( 4) volgt 
dT J T 
~ T A2min' c:,a2 T /\ 2min' etc. =I= 
_]J! - I -tiN 
va1 aa2 
Substitutie van(1) in (2) geeft: 
...... ~(W) 
T(a1 ,a.2 ,a3,. • •) 
= N(a1,a2 ,a3, ••• J = 
• • • ••• 
= 'l 





waarin ff{ ?>wk uw1 pkl = ( 1i) X • ) ( ;) X · ) 
Qkl =// WkW1 dxdy 
(de grootheden Pkl en Qkl zijn dus bekend). 
Uit (5) en (6) volgt: 
/) 2 min = 
a1P11 + a2P12 + a3P13 + . . . a1P21 + a2P22 + 
a1 Q11 a2Q12 I a3Q13 + = a1 Q21 + a2Q22 + + + • • • 
a1PJ1 + a2P32 + a3~33 + • • • 
= 
a1031 + a2Q32 + a3Q33 + ... 
of 
a1 ( P 11- 2 + a2 (P12- 012 f) ;) + a3(P13- Q13 A!) Q11 ~ m) + 
a1 ( P2i- 021 ·~ !) + a2(P22- 022 /t ;) + a3 (P23- Q23 /\ !) + 
a1 (P31-
. 2 
Q31 l\m) + a2 ( P 3 2 - Q 3 2 () ; ) + a3 (P33- Q33 /\ !) + 
• • • . • . • • • • . • • • • • 
(7) 
a3P23 + • • • 
a3Q23 + • • • 
• • • = 0 
• • • = 0 
• • • = o. 
• • . 
Aan dit stelsel lineaire homogene vergelijkingen moet tegelijkertijd vol-
2 2 2 I= daan worden door een niet triviale oplossing (d.w.z. a1 + a 2 + a3 +.,. 0 
Dit vereist, dat de 
P11- Q11 /\ ! ' 
P21- Q21 /\ !, 
determinant: 
P12- Q12 7\ ! ' 
p22-
2 Q22 ~ mt 
p13- Q13 I\; 
P23- Q23 11 ! 
P31- Q31 n;, P32- Q32A!, P33- Q33n! 
► (determinant van ~~Galerkin). 
.... 
• • • = o .. (8) 
••• 
De uitwerking van deze determinant levert een hogere-graadsver-
gelijking in de gevraagde grootheid ?) 2• De graad van deze vergelijking 
m 
is gelijk aan het aantal gebruikte toegelaten functies. 
Men kan van deze vergelijking nog verschillende bijzonderheden 
bewijzen: 
ll Alle wortels ~ ! zijn reeel en positief. 
tl Niet alleen de kleinste oplossing /\ 2 levert een bovengrens 
voor de kleinste eigenwaarde h ~' maar de volgende oplossingen 
zijn bovengrenzen voor de volgende eigenwaarden (Trefftz, 
Weinstein, Kamke). 
In de praktijk zal men in de regel volstaan met 2 toegelaten op-
lossingen, waardoor de determinant een vergelijking van de 2e graad in 
~
2 levert. De uitkomsten, die men op deze wijze voor de kleinste eigen-
waarde· verkrijgt, zijn buitengewoon nauwkeurig. Wij zullen deze methode 
illustreren aan en~ele voorbeelden. 
• 
- -"' -
Voo:rh:eJ.Ll_. S(~herper cenade::·ing van het 18 nul.punt van J 0 (x). Wij hec-
ben in Syllabus VIII deze waarde ree1s in eerste benadering bepaald door 
de :nethode van Rayleigh ( fel::r1..1.ik ::r:R.ken vr.1r. 1 toegelaten functie). Wij 
gec:ruikter:. toen 
W :::. W, = (9) 
Wij zu~len daarnaa3t ~u getr~iken de toegelaten functie 
( 9 I) 
De vroegere uitkomsten geven ge~ak~el~jk (in vertand met (7) en de trans-












dan uit (9) en (9 1 ) 
;) l~Y ;\ w• 
,, !;.. n1 t,, , 
• L :{ .l. . 
+ SJ.n 11 - -- + r Dr u r 
Stelt men (als vroeger) ~ m 
terminant (8) 
= 1., 
a dan vindt men gemakkelijk voor de de-
2-1/-, 8~ r 2 32 - 5~2 J - 24 - 4 { t 
8~ ~ = 0 of 4 - 160 25 -: 2 240 - 32s 2 1- ' - > ' :::i ) 
Elementaire tre.nsformati.es geven: 
24 
- 4 ~ 2 32 - 5 { 2 24 f2 8 - f2 - 4 
::: 0' 
') o. 
16 - ( 2 2 ~ 2 \ 2 ~ 2 = 48 - 16 - 32 -
Stel ( 2 = 4X 
16 - 4X > 2 
- X \ = 0 4 - X 8 - X ) 
(4x2-38x+48) 2 0 - (x -6x+8) = 
2 Jx -J2x+40 = 0 
16 .±, V136 16 ± 11,6619038 3 = 
x 1 = 1 ,446032 
f, 1 = 2,4050. 
~~ = 5,784128 
De exacte waarde is 2,4048 (zie vroeger). 
= o. 
Wij zullen vervolgens ditzelfde proced~ toepassen op de ellips. 
Wij kiezen daartoe als toegelaten functies: 
W1(xy) = b2x2 + a2y2 - a2b2 
W2(xy) = (b2x2 + a2y2 - a2b2)(b2x2 + a2y2 + a2b2). 
MATHLM.A.TISCH CENTRUM, 
2de Bo6rhaav~straat 49, 
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Cursus: 
foe.thoden der M.athematische Physica 
t~ 's-Grave;n.hage: 
Trilling~n van ~en membraan X 
door 
Prof. Dr S.C. van Veen. 
T_g_E-passing van de methode van Ri tz-Ga.lerkin op eE:.n ~llips. 
Voorceeld 2. Voor de ellips stGllen wij als vroeger: x = ar cos 'f, 
y = or sin 1f. De: rand van het bllips gebied wordt g~gev&n door r = 1. 
Voor het binnengebied is O (._ r ( 1. Als vroeger vinden wij: 
II r w : w ~ r ~ w :: 1' cos ~ cW sin f uw ?x=~-ir-x+~ vx= a. "hr - ar ~' 
J w = • w ..j.£ + ~(~• w ~ = sin E ......,w cos 't. .£! .J!_ + Ty Jr ( y ~y y b -;)r '6r 
'ur' 
( j W)2 2 . 2 'l + (~~)2 = c.i2..!)2(cos r + sin ) + Tx i) r a b2 
+ 1 ( VW)2(sin2 1£ 2 2 sin ~ cos ,' dW uw(- 1 + 1 ). + cos 'f.. ) 7 7Jy, a2 b2 r "ur d/ ~ ~ 
Wij kiezen als toegelaten functies 






















of, door te stell6n: 
/1 2 
::.-;-1: I 1 ) 
c:. \-,,,- + '""""2' 
a' b 




4 ·~ 1 
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(v • Syll. 
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r ; 2 
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""') p. j { 
') 1 1 A1 = 2,s92(~ + ~) 







z (Ma.th. .) mG Zs;;; t te kunnen vers\.:herpen tot 
• 8, 554( I .;. 1 \ wpt 
·, __,,.' -,,-,, "--
at;. b'-
orunogelijk is, omdat voor a::: b (cirkel) dan wordt 
~ ?"'~8 gevonden '· · 1,'··· , wa t b ene den 
a.:::. 
exactc waarde 
r ? S 1 = 5. 7830 is legen. 
De asymi;:itotische verd8ling der eigenwaarden. 
Als besluit van deze bsschouwingen zullen wij nog opmerkinge1: 
maken over d~ v ling der ei en. j zullen i.h.b. ~-~·--·•- e 
groot he t E.:i < dan ~en en getal z bedraagt. Alge-
mene onderzoekingcn i0d V8rsisen een diepgaande mathematischs 
analyse. j zullen ons daarom tot een schetsmat bohe.ndeling moeten 
beperken. Dit onderzo 
het aantal eigenwaarden 
eft t merkwaardige conclusie ;';;;evoerd, dat 
z), welke dan z ie, weinig gevoeliS 
is voor de vorm van de rands maar 
van het oppervlak binnen de rand. 
in hoofdzaak afhangt van de grootte 
E::r F de oppervlakte van het mem-
braan voorstelt 1 dan kan ~n bewezen warden 
1 . . N(z) F im ---;,,,;-- = -:r-:::::-
z -".> ,:.o zi:::: .:i- 11 
(N(z) = aanta.l 1::.igenwaa.rden ( z). 
I 
Wij zullen dez~ formule e~rst b~wijzen voor de rechthoek, waarvoor de 
eigenwaard&n &xact bekend zijn, nl. 
----vm2 n2 I\ m n = 1T -,..;+~ 
' ac::: b 
( a en b r~chthoukenzijden). Als men htt aantal der grooth~d€n A n <z 
m, 
wil b2perken, dan moet dus 
of 
m2 n2 
(1T')2 + (~)2 < 1 • 
Vergelijk8n wij dcz6 vorm m~t d0 vergelijking van de ellips 
x2 2 y - 1 (~)2 (bz)2 -
Ti 1f 
(halve assen~ en b;) 
dan mo~ten wij dus b8palen, ho~ groot het aantal punten P(m,n) met 
gehole coordinaten bedraagt, gGl8gen binnen het ebrst~ kwadrant van de 
ellips. Zulk0 puntGn heten roos~~r~unt~n. Hot is niet moeilijk in te 
bz 
rr 
zieni dat dit aantal roosterpunten 
voor grot6 waarden van z procentsge-
wijs niut v~el zal afwijken van hat 
aantal vierkanten door het ellips-
kwadrant omsloten = de oppervlak~e 
. ir az bz abz der rartellips = 4 T 7F = 4ii" = 
Fz ~ = 4 "'11, waarin F =ab= oppervlakte 
~ rechthoek. 
-us voor grate z is N(z)i~ iz: of beter lim N(z) - F 
z->co 7 - 4,r• 
Men kan bewijzen, dat dez€i stelling algemE::en voor willekE::urige begr£::n -. 
zing geldt. Dcze bewijzen berustBn op de grondoverweging, dat bij in-
perking van het gebied (door hct oplsggen van extra-bE::lemmering, vaste 
punten, vaste lijnen, vaste vlakdolen) oak de voorraad van de weggelat.-::·.1 
functics bt:perkt wordt, waardoor de minimum-waarde van de integraal var1 
Dirichlet noodzak~lijk stijgt, althans niet daalt. 
Ook h~t omgekeerde geldt. Bij opheffen van belem.meringer. zal de 
voorraad der to1.; gelaten functies toenemen, dus hct minimum ve.n de iri.te•-
graal van Dirichlet zal dalen, althans z~ker niet stijgen. Uit deze o-
verwGging~n worden de volgende hulpstellingE::n afgel~id. 
I. De nde eigenwaarde van een gebied G is kleiner dan de nde eigenwaar-
de van E::lk deelgebied G1 van G. Deze stelling heet de monotoniestel-
ling der eigenwaarden. 
II. De nde eigenwaarde van een gebied G verandert continu met de opper-
vla.kteverandering van G, 
- 41 ... 
aantal deelgebieden G',G",••• , die met elkaar geen enkel inwendig 
punt gemsen hebben, dan geldt: 
III ]) de . d . t '"'. d G ' k ,,,, d d de d • en eigenwaar e u1 een geuie 1s ze er~ an en waar e 
-
van de totaalverzameling van de eigenwaarden der deelgebieden, wan-
neer deze in opklirnmende volgorde worden gerangschikt. 
IV. Voor de nde cigenwaarde n n van het gebied G met oppervlakte f geldi 
de asyrnptotische uitdrukking 
/\n 4li lim n = -y-, 
n ~di) 
